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1. PRETY CIENKOSCIENNE

1.1. Wprowadzenie

Typowy pret sklada sie z pryzmatycznego ptaszcza o tworzgcych réwnolegtych do osi preta i zeber
poprzecznych do tej osi. Pret spetnia warunek: d<<s.<<|. Zebra cechuje bardzo duza sztywno$¢ w
ich ptaszczyznie i duza wiotkosé w kierunku prostopadiym do tej ptaszczyzny.

Prety mogg by¢: otwarte i zamkniete (rury jedno- i wieloobwodowe).

b)

Rys. 13.1. Obraz budowy preta cienkosciennego
a) typowy pret o przekroju otwartym z Zebrem ramowym [, tarczowym II i kratowym [II, w ktérym zakreskowana
cze$¢ ma podwdjna rolg: zebra i plaszcza; b) pret rurowy.
Gdy na pret dziata obcigzenie, wéwczas w jego ptaszczu powstajg naprezenia. Sg one rownolegte do
srodkowej powierzchni ptaszcza i rbwnomierne wzdhu z grubo Sci A
Stan napiecia w elemencie ptaszcza pokazuje, ze naprezenia o w kierunku poprzecznym sg
pomijalne w poréwnaniu z g i 1. Utarto sie wyrazac te naprezenia przez wydatki:
o=, 0, g =1, (13.1)

C

qu/ iy nyds
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Rys. 13.2. Stan napiecia w elemencie plaszcza
Wydatki ny i q sg od siebie zalezne:

g,dx—q,dx+ fdnxd-s =0

dn,
qs=qb"__ f _dx dS

(13.2)
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Zbadajmy przypadek, gdy pret o przekroju otwartym ulega zgieciu poprzecznemu:
(13.3)

- szczegét ,m”

gsdscosce

Rys. 13.3. Naprezenia przy poprzecznym zgieciu otwartego preta cienkosciennego

Wstawiajgc (13.3) do (13.2) i uwzgledniajgc, ze na krawedzi swobodnej b jest q,=0
mamy:

i y s) (s)
o=~ (— S za)ds— / (‘“dM’Y“)ds= LS 4 B57 | (1340)
(4] ]

dx dx Jy J.

z wzoru (5.2) mamy dM,/dx = T,,dM,/dx = T,, a catki

s9 = [ zads, s¥ = [ ysds (13.4b)
0 (1]
Spetnione sg warunki:

a)T, :f g, Sina ds

S
b) T, = jo g, cosa ds
s, s, s,
. 53
qudse=if SPeds+ 5= [ SPods = Te.~Tie,
c) o e 0 7 0 :

Przy poprzecznym zginaniu preta o przekroju otwartym sita poprzeczna o
sktadowych Ty i T, musi przechodzi¢ przez pewien szczegoélny punkt SP przekroju,
tzw. srodek sit poprzecznych , ktdrego wspotrzedne wzgledem punktu O sg ey i e;.
Podstawiajgc kolejno: Ty=0i Tz#0 oraz Tz=0 i Tyz0, mamy wzory:

by SR L f S;’S)@ds9 e = JL f S?)st (13‘5)
0 o

Ogollne obcigzenie mozna zatem rozbi¢ na dwa stany: 1) zginanie poprzeczne i
2) skrecanie.

Rys. 13.4. Rozklad obciazenia na zginajace i skrecajace
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Przyktad 1 :
Zastosowanie podanych zaleznosci przesledzimy na przykladzie preta, na ktéry

w badanym przekroju dziala sita 7, (rys. 13.5) i ktorego moment bezwladnosci
2n—B,

Jy = f (6rdp)(rsin f)? = [("—ﬁo)+ sinZﬁo] 5
Bo :

G
Poniewaz mamy tu 7, = 0, a moment statyczny dla czesci bm
]
S = f (ordp)(rsin B) = r?é(cos o —cosp),
Ba

\
4[5' 9Io° L e

wykres e, /r=1(f)

LT
/
rd
Rys. 13.5. Przyklad okreslenia g, i polozenia §rodka SP

s 7 J) 0s o —cos ff).
21!—00 zn—ﬂo

1. r%8 3 .
f —q,rdficosf = - f (cos B —cos ) cos fdf = S (,r_ﬁ0+ f_‘ﬂ‘?&)
£ Iy Jy 2
o Ao

2:—50
1 A 3
ey = — — r2§(cos fo—cosf)r-rdf = —4r (7 —Bo)cos By +sin B,

Ty 2 (= Po)+sin 2f,
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Przykfad 2 :
2. Okredli¢ rozktad g, w profilu (rys. 13.6), gdy 7. = 10 kN.
Rozwiazanie. Rozpoczynamy od obliczenia momentu J,

8 2
T, ~ -8 pr— i—20 1+ P20 — 1993 em*,
12 2
a potem obliczamy momenty S;”. I tak dla punktu m;

SO =516 (h+s5,—2h))2,

Q=Q5— =0

Rys. 13.6. Przyklad obliczenia g Rys. 13.7.

podstawiajac do (13.4) mamy g, jako kwadratowa funkcj¢ s,. Dla punktu C, gdy s, = hy, otrzymujemy

gc = T.(h—hy) hy 6/2], = 10*-8-1072:2-10-2-0,4-102/2:199,3-10~% = 16 kN/m.
Podobnie okreslamy gs w innych punktach odcinka BC i w wyniku mamy wykres g; jak na rysunku
Z kolei dla punktu 7, moment Si” jest suma momentéw dla odcinka BC i Cm;:

S;’) =03 (h—hl) hy o+ (Széh/Z) s

wobec czego ¢ jest liniowq funkcja s, i zmienia si¢ od obliczonej poprzednio wartosci gc do wartosci
gp dla s, = b, czyli
qp = T.[(h—hy) hy 6+ b hd)/2J, = 86,4 kN/m .

Dla punktu m; wreszcie mamy S;" jako sume trzech skladnikow
S5O = [(h—hy) hy 8/21+Bh[2)+[53 6 (h—s3)/2],

z ktérych dwa pierwsze to momenty statyczne odcinkéw BC i CD, a trzeci odpowiada odcinkowi Dm;.
W wyniku g, jest kwadratowq funkcja ss, ktorej maksimum dla s3 = h/2 jest gz = 111,2 kN/m.

Przykiad 3.

6. W profilach (rys. 13.8) $cianki sa plaskie i schodza si¢ ‘W wezle 4 (rys. 13.8). Udowodnié, ze
wezet ten jest Srodkiem sit poprzecznych.

Rys. 13.8. Rys. 13.9.

Rozwiazanie. Wypadkowa wydatkéw ¢’ w $cianie AB dziala wzdluz linii AB, podobnie wy-
padkowa z q*’ dziala wzdluz AE. Ich laczna wypadkowa, réwna sile tnacej, przechodzi wiec zawsze
przez punkt A4, ktéry wobec tego jest srodkiem sit poprzecznych.

7. Udowodni¢, ze w profilu punktowosymetrycznym (rys. 13.9) $rodki: ciezkosci SC i sit poprze-
cznych SP pokrywaja sie. y

Rozwiazanie. Dla symetrycznie polozonych punktéw m’ i m’’ wydatki ¢’ i g’’ oraz promienie o’

" sa réwne. Poniewaz momenty ¢’ ¢’ds i ¢’’ ¢’* ds znosza sie i catki we wzorach (13.5) tez sa rowne
zeru, a wiec e, = e, = 0.
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1.2. Rury jednoobwodowe

Dziatanie dowolnego ukladu obcigZeri poprzecznych wywoluje w badanym plasterku
takiej rury wysilek o skladowych M,, M,, M,, T, i T, (rys. 13.10). Przyjmujemy, ze na-
prezenia normalne o (rys. 13.11) zalezq tylko od momentéw M, i M, i okreslone sg jak

Rys. 13.10. Obciazenie i Wysilek. przekroju Rys. 13.11. Okreslenie naprezen o i wydat-
w rurze jednoobwodowej kéw g; w rurze

przy zgieciu poprzecznym pretéw o przekroju otwartym, z wzoru (6.1a), a wydatki »n,
z wzoru (13.3).

Aby z kolei okresli¢ wydatki g,, wprowadZzmy dodatkowe przecigcie BB’ badanego
plasterka rury. Na powstatych przy tym krawedziach BB’ i EE’ uwidocznione zostaja
wydatki g, i g. = g,. W ten sposéb wyznaczenie g; w badanym punkcie m sprowadza sie
do znanego schematu (rys. 13.2) ze znana wartoscia n,. Wynik ostateczny rézni si¢ od
wzoru (13.4) tylko tym, ze obecnie wystepuje réwniez skladnik g,, ktérego poprzednio
nie bylo. Wobec tego :

(s (s)
gs = qp+ T’J“j’ + T’JS;’ : (13.6a)
gdzie S\, §'” — momenty statyczne pola przekroju odcinka Bm.

Nie znany na razie wydatek g, wyznaczamy z warunku réwnowaznosci‘”’ sumy ele-
mentarnych momentéw ¢, ds ¢ wzgledem dowolnie obranego punktu O i momentu M,,,
jaki wzgledem tegoz punktu daja sily T., T, i moment M, (rys. 13.12), czyli '

Se

M, = queds=q|,feds+ fS(" ds+ > fS(”gds.' (a)
0
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Rys. 13.12. Wydatki styczne w rurze jednoobwodowej

Zauwazajac, ze ¢ ds = 2 dF, a suma takich skladnikéw jest podwojonym polem F ograni-
czonym S$rodkowa linia konturu mamy

Se

M, 1 F T " T s
@ =_2T"?F[J fs;>gds+J—yfs§’@ds]. (13.7a)
Yo 20

Warto$¢ ta podstawiona do (13.6a) daje odpowiedZ ostateczng.
Sam proces obliczen zaleca si¢ prowadzi¢ w dwéch etapach. W pierwszym okre§lamy

wydatek ¢’ i moment M, y
(s ) o T
T.S S 5 "
gt el e f Sy 0 ds+ Lf 52 ods (b)
‘ Jy Jz J'y 0 J’- 0

odpowiadajace profilowi otwartemu ze swobodnymi krawedziami w miejscu BE i tym
samym konturze co dana rura. Wykorzystujemy przy tym wszystkie uwagi z art. 13.1.
W etapie drugim obliczamy wyocatek g, w miejscu przeciecia BE

gp = (M,,—M,)|2F, (13.7b)
a nastgpnie catkowity wydatek styczny
4s=qp+q". (13.6b)

Zgodnie z 0goIng regutg wyznaczania przemieszczen szukany kat 6 jest rowny
liczbowo sumie prac we wszystkich elementach badanego jednostkowego plasterka,

czyli
1 - q,ds
9= 36r f 5 B
0

Rys. 13.13. Typowe rozklady wydatku ¢, w rurze jednoobwodowej
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1.3. Nieswobodne skr ecanie profilu dwuteowego

Omawiajac prace profilu otwartego (art. 13.1) wydzielono jako osobne zagadnienie
skrecania. Powodem jest to, ze przy skrecaniu tych profili obraz odksztalcen i naprezen
zalezy bardzo od sposobu podparcia preta. Jesli mianowicie momenty skrecajace przylo-
zone sg tylko na swobodnych koricach preta (rys. 13.18), to ten przypadek tzw. swobodnego

z
a
M‘* J—————-l——— A—————: s =
v a “~\Ms
[ ih
—-1—-‘-_-:—-—- — -
r it X
1 i
Y s et ey e,
< A
A “sebro Zebro” B

Rys. 13.18. Skre¢canie swobodne Rys. 13,19. Nieswobodne skrecanie dwutedwki

skrecania jeSt juz znany z art. 3.6. Cechuje si¢ on tym, ze wzgledne skrecenie @ = const,
oraz tym, ze w przekrojach poprzecznych istnieja tylko napreZenia styczne 7, ktdrych
bieg przypomina krazenie cieczy. Przekroje poprzeczne nie zostaja przy tym plaskie, lecz

ulegaja tzw. spaczeniu, jednakowemu na catej dtugosci preta (rys. 3.13). Pokazano tez, ze
przy skrgcaniu swobodnym sztywno$é profilu otwartego jest mata, a wartosci naprezen
nawet przy malym obciazeniu moga by¢ bardzo duze.

Odmienny obraz otrzymujemy przy tzw. nieswobodnym skrecaniu, gdy przez stosowne
podparcie blokujemy swobode¢ spaczenia w jednym co najmniej przekroju preta. Przyktadem
tego jest wspornikowy dwuteowy pret (rys. 13.19), w ktérym utwierdzony przekrdj A
musi zosta¢ plaski, wobec czego kazda z pdlek profilu zachowuje si¢ jak wspornikowa
belka zginana w plaszczyZnie réwnoleglej do xy. Z racji symetrii profilu ugigcia v, i v,
tych pdlek sg przeciwne i maja wartosci

vy =¢h/2, v,= —¢h/2, (a)

gdzie ¢ — kat obrotu badanego przekroju. Tym ugieciom towarzysza naprezenia normalne
w potkach. Wida¢ przy tym, ze we widknie a gdrnej potki sa to naprezenia Sciskajace,
a we wldknie ¢ rozciagajace, podczas gdy we widknach e i d dolnej potki sytuacja jest
odwrotna.
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Z podanego opisu wynika, ze przeniesienie momentu skrecajacego M, w badanym
przekroju idzie dwoma réwnolegtymi nurtami' (rys. 13.20). Z jednej bowiem strony skre-
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Rys. 13.20. Obraz sktadowych wysitku i naprezen przy nieswobodnym skrecaniu dwutedwki

cenie preta wywo}uje obraz naprezen T, jak przy swobodnym skrecaniu. Odpowiadajacy
temu moment M, zwigzany jest z katem ¢ znanymi zaleznosciami (3.19), (3.20)

GJ, 0 =CO = Cdy/dx, (b)

gdzie J; okreslone jest wzorem (3.26). Z drugiej jednak strony zginaniu péfek w ich ptasz-
czyznach odpowiada obraz naprezen normalnych o, dajacych w gornej i dolnej polce

momenty gnace M, = —M,. Ich wartosci mozna wyrazié przez ugigcie v, a mianowicie
z wzoru (5.20)

2 2
M.oigy Eo _ Eh &y _ EJh d©

dx? 2 dx2 =~ 2 dx’ ©

gdzie J = b36,/ lZ——rhoment bezwladnosci jednej potki wzgledem jej centralnej osi z.
Momenty te, jak wynika z obrazu odksztalceri, sa zmienne wzdtuz x, wobec czego w kazdej
z pélek musi wystapi¢ sita tnaca Ty, = —T, = dM,/dx, czyli
| EJh 4?0

Y ramiagn @
Dla profilu jako calosci dziatanie sit T sprowadza si¢ do momentu M. stanowiacego te
cze$é M,, ktéra wynika ze zginania pélek. Jesli d?6@/dx* > 0, to zwroty sit T sa jak na
rysunku, wobec czego M. jest ujemny, co zaznaczymy piszac

' EJh* d?6 dze
@Z—Tlh———z—-a?—=—cg-a;?, (13.9)

gdzie C,— tzw. sztywno$¢ na nieswobodne skrecanie

_EJW® _ Eb*W, .
C,=—5— === Nm*. . (13.10)

Catkowity moment M, w badanym przekroju jest suma M, i M, , wobec czego z wzo-
réw (b) i (13.9) mamy réwnanie

dze
“h dx?

+CO=M,, (13.11)
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1.4. Nieswobodne skr ecanie innych profili otwartych

Zasadnicze cechy zjawisk przy nieswobodnym skrecaniu dowolnego profilu utwierdzo-
nego na .koncu A (rys. 13.26) sa takie jak w profilu dwuteowym. I tak dziatanie momentu M3
powoduje obrdt przekrojow, przy ktérym kazda ze $cianek pracuje dwojako, gdyz ulega

Rys. 13.26. Nieswobodne skrecanie dowolnego profilu otwartego

ona nie tylko skreceniu, lecz i zginaniu w swej ptaszczyznie, jak wspornikowa belka utwier-
dzona w ;‘)rze!(rOJu x = 0. Podobnie jak poprzednio (rys. 13.10), tak i tu moment skrecajacy
M, = Mp dzieli si¢ na dwa skladniki. Pierwszy, czyli M;, odpowiada swobodnemu skre-
caniu, a wigc okreslony jest jako

M=GJ,0=C0. (a)

Skiadnik drugi, czyli M., jest wypadkowym momentem sit tngeych T, ..., T, odpowia-
dajqc.ych zginaniu $cianek, przy ktérym powstaja w nich naprezenia normalne o,. Gdyby
te Scianki nie byly ze soba zlaczone na wzdtuznych krawedziach, wéwczas rozklad o
w kazdej z nich bylby jak przy zginaniu belek. Dla przykiadu, na krawedzi 4 $cianki (3 4; '
bylyby naprezenia rozciagajace, a na tejze krawedzi cianki (4, 5) — Sciskajace. Wynikah;by
stad, ze te dwie krawedzie $lizgaja sie po sobie. W rzeczywistym profilu takich wzgicdnych
przesunig¢ ($lizgania si¢) nie ma, albowiem na tych krawedziach istnieja wzajemne oddzia-
lywania pod postacia wydatkéw stycznych wyréwnujacych te réznice wydtuzen‘’. Na
skutek tego rozkiad o, jest ciagly po konturze, czyli nie ma przeskokéw, z tym ze w obr¢bie
kazdej ze $cianek o, zmienia sie liniowo.

Szczegbtowa analiz¢ nieswobodnego skrecania dowolnego profilu podaje sie w wyktla-
dach statyki konstrukcji. Gléwnymi Jej wynikami jest, ze przy nieswobodnym skrecaniu
pryzmatycznego preta: '

a) obrét przekrojow zachodzi wzgledem osi wzdluznej laczqcej Srodki sil poprzecznych (SP)
przekrojow;
b) naprezenia normalne ¢, sq proporcjonalne do dO/dx i okreslone sq zaleznosciq

‘0, = 2 EF,(d0/dx), (13.13)
gdzie E— modut Younga, F,— umownic okreslone pole, a x — bezwymiarowy wspot- -
czynnik zalezny od ksztaltu przekroju i polozenia badanego na tym przekroju punktu;

¢) moment M.’ przenoszony przez sily tnqce T jest proporcjonalny do d*6/dx* = d3¢/dx>,
czyli

M, = —Cy(d?0/dx?) = —Cy(d3p/dx?), (13.14)
gdzie C, Nm* — sztywnosé nieswobodnego skrecania jest zalezna od ksztaltu przekroju
i proporcjonalna do modutu E.

Dla trzech czesto stosowanych profili wielkosci # i C, daje tabl. 13.1. Informacja o C,
wystarcza do okreslenia ©(x) z réwnania (13.11), informacje o # umozliwiaja wyznaczenie
pelnego obrazu naprezeni o, decydujacych o bezpieczenistwie (zadanie 1 art. 13.3). Odr¢bna
grupe stanowia profile, w ktérych écianki wychodza z jednego punktu. Dla takich profili
C, = 0, co oznacza, Ze przeniesienie momentu M, ma zawsze posta¢ swobodnego skrecania,
przy ktérym, jak wiemy, profile otwarte sa wiotkie. Cecha ta stanowi zaletg w tych zagadnie-

" niach, gdy zalezy nam na podatnosci ustroju, nieczulosci na bledy montazu itp., jest za$
wada w przypadkach, gdy pozadana jest sztywnos¢ ustroju.
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Parametry nieswobodnego skrecania niektérych profili

Tablica 13.1

N Typ profilu Polozenie SP Obraz i warto$¢ o, Sztywnos¢ C,
b(+2y
i 2(1(+W+2l) LR
401+

ivgs A+y+m) C, = 2EbH20, o

1 P i L 3
o 4(+y+n) X [#3 (14-39) +2, 222 +5 (1+37)]
v g 6b6, 3 = —%3, #g = —%y, Fy = bh
SP = SC s 1467
41 3

v s (1-+y+37) c, = 2EC RS,

2 bé, e 142y 3
i hd 4 (1+y+3n) X [#3 (1439)+ 2, %2423 (14-97)]
6b4, %3 = %3, s = %5, Fy = bh

e S

: . L i HCRy
" (i =ty e e +
v= (b_) 0,1 o W e b a+y)
b 8,
Eo=b h
7 5 SP: _/. SP Przy dowolnych wymiarach, grubosci, liczbie i ustawieniu $cianek plaskich zawsze
4 0,=0, C=0

Efektywna metoda zwigkszenia sztywnosci, a jednoczesnie zmniejszenia o, w skrecanym
profilu otwartym, w ktérym C, # 0, jest skrécenie jego dtugosci /. Zrealizowanie tego -
osiggamy wstawiajac w krétkich odstgpach elementy / (rys. 13.27), ktére wespot z zasadni-

inny wariant
usztywnienia

Rys. 13.27. Usztywnienie profilu otwartego

czym profilem przeksztalcaja te czeéci preta w bloki usuwajace swobodg spaczenia w tych
miejscach'®. W wyniku zamiast pierwotnego preta o dlugosci L, mamy szereg krotkich
pretéw I, ktorych stan jest identyczny z rozpatrzonym w zadaniu 3 art. 13.3. Podobny

~ efekt uzyskujemy dajac zamiast elementu / dwa plaskowniki, tak jak podaje rysunek.
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1.5. Uwagi ogdlne o pracy pr etéw cienko s$ciennych

Kazdy element ptaszcza preta cienkosciennego pracuje w ptaskim stanie naprezenia,
w ktorym mozna w petni wykorzysta¢ materiat, osiggajgc przez to lekkos¢ konstrukciji.
Musimy ,zmusi ¢€" konstrukcj e, aby pracowata wg schematu obliczeniowego.

Rys. 13.29, Wprowadzenie obciazenia poprzecznego i statyka zebra

W podobny sposéb postepujemy, gdy obcigzenie ukladem sit P,, P, przylozone jest
w przekroju posrednim (rys. 13.30). W przekroju tym wystgpuje przeskok sit tnagcych T, T,
oraz momentu M, i towarzyszacy temu przeskok Ag, wydatkéw stycznych

(b)

Rys. 13.30. Statyka zebra posredniego

W celu prawidtiowego wprowadzenia obci  gzenia poprzecznego w pr ecie
cienko sciennym potrzeba zastosowa ¢ mocne pojedyncze zebro.

Innymi miejscami wymagajacymi wzmocnienia sa, nieuniknione w praktyce, zatomy
ptaszcza (rys. 13.31a). Wywolane zginaniem takiego skrzynkowego preta wydatki nor-
malne n, doznaja raptownej zmiany kierunku w przekroju zatomu /, 2, 3. Aby zachowacé
rownowage jednostkowego paska ab, nalezy w zatomie dodaé obciazenie ciagte

t=2n.sin(2/2) ~ n,a (c)

Rys. 13.31. Statyka zebra w zatomie ptaszcza



